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Camilo Vargas Camilo Vargas WalterosWalteros

11. Las funciones. Las funciones

FUENTEFUENTE::
•• httphttp:://es//es..wikipediawikipedia..org/wiki/Trigonometrorg/wiki/Trigonometr%%CC33%%ADaADa
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•• NosNos encontramosencontramos enen
unauna ciudadciudad enen lala cualcual Carreras

Repaso matemáticoRepaso matemático

laslas ubicacionesubicaciones sese dandan
enen callescalles yy carrerascarreras..

•• ¿¿CuálCuál seríasería lala
direccióndirección dede loslos
puntospuntos “A”“A”,, “B”“B”,, “C”“C”,,
“D”“D” yy “E”“E”??

Carreras

•B

•D

•C3

4

yy
•• ¿Cómo¿Cómo seríanserían laslas

direccionesdirecciones sisi laslas
“simplificamos”“simplificamos” dede
lala siguientesiguiente formaforma::

•• CallesCalles == XX
•• CarrerasCarreras == YY

Calles

•A •E

1 2 3 4 5

1

2

áá
Carreras (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• ¿Cuál¿Cuál eses lala rutaruta deldel
“transporte“transporte verdeverde””??

•• ¿Cuál¿Cuál eses susu nombrenombre
“simplificado”“simplificado”??

•• ¿Cuál¿Cuál eses lala rutaruta deldel

Carreras (Y)

•B

•D

•C3

4

“transporte“transporte gris”gris”??
•• ¿Cuál¿Cuál eses susu nombrenombre

“simplificado”“simplificado”?? Calles (X)

•A •E

1 2 3 4 5

1

2
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•• ¿Por¿Por cualescuales puntospuntos Carreras (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• ¿Por¿Por cualescuales puntospuntos
pasapasa elel “transporte“transporte
rojo”rojo”??

•• ¿En¿En queque sese
diferenciadiferencia dede laslas
rutasrutas anteriores?anteriores?

Carreras (Y)

•B

•D

•C3

4

rutasrutas anteriores?anteriores?
•• ¿Por¿Por cadacada callecalle

cuantascuantas carrerascarreras
recorre?recorre?

Calles (X)

•A •E

1 2 3 4 5

1

2

22. La pendiente . La pendiente 

•• FUENTEFUENTE::
httphttp:://es//es..wikipediawikipedia..org/wiki/Pendiente_(geograforg/wiki/Pendiente_(geograf%%CC33%%ADa)ADa)
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•• ¿Por¿Por cadacada callecalle Carreras (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• ¿Por¿Por cadacada callecalle
cuantascuantas carrerascarreras
recorre?recorre?

•• EstoEsto sese puedepuede
responderresponder aa partirpartir
deldel triángulotriángulo::

Carreras (Y)

3 
deldel triángulotriángulo::

Calles (X)
2 3

2 

Base (X)

Altura (Y)

•• EnEn elel casocaso dede lala “ruta“ruta roja”roja” podemospodemos expresarexpresar
susu recorridorecorrido dependiendodependiendo dede susu inclinacióninclinación lala

Repaso matemáticoRepaso matemático

susu recorridorecorrido dependiendodependiendo dede susu inclinación,inclinación, lala
cualcual dependedepende dede lala basebase yy lala alturaaltura dede loslos
triángulostriángulos..

•• UtilicemosUtilicemos elel “triángulo“triángulo verde”verde”::
AlturaAltura triángulotriángulo == CarreraCarrera másmás arribaarriba –– CarreraCarrera másmás bajabaja
AlturaAltura triángulotriángulo == 33 –– 22 == 11gg
BaseBase triángulotriángulo == CalleCalle másmás aa lala derechaderecha –– CalleCalle másmás aa lala izquierdaizquierda
BaseBase triángulotriángulo == 33-- 22 == 11

•• InclinaciónInclinación == AlturaAltura triángulotriángulo // BaseBase triángulotriángulo
InclinaciónInclinación == 11 // 11 == 11
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•• ¿Por¿Por cadacada callecalle Carreras (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• ¿Por¿Por cadacada callecalle
cuantascuantas carrerascarreras
recorre?recorre?

•• EstoEsto sese puedepuede
responderresponder aa partirpartir
deldel triángulotriángulo::

Carreras (Y)

3 = Y2
deldel triángulotriángulo::

Calles (X)
2 = X1 3 = X2

2 = Y1

Base (X)

Altura (Y)

•• InclinaciónInclinación == AlturaAltura triángulotriángulo // BaseBase triángulotriángulo

Repaso matemáticoRepaso matemático

AlturaAltura triángulotriángulo == CarreraCarrera másmás arribaarriba –– CarreraCarrera másmás bajabaja
AlturaAltura triángulotriángulo == YY22 –– YY11

BaseBase triángulotriángulo == CalleCalle másmás aa lala derechaderecha –– CalleCalle másmás aa lala izquierdaizquierda
BaseBase triángulotriángulo == XX22 –– XX11

Alt∆YYY
Base

AlturaPendientenInclinació
12

12 =
∆
∆

=
−
−

==
X
Y

XX
YY
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•• EnEn realidadrealidad laslas rutasrutas Carreras (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• EnEn realidadrealidad laslas rutasrutas
sese llamanllaman funcionesfunciones..

•• ¿Cuanto¿Cuanto eses lala
pendientependiente dede lala
““funciónfunción amarilla”amarilla”??

Carreras (Y)

3

4

Calles (X)
1 2 3 4 5

1

2

Base (X)

Altura (Y)

•• ¿Cambio¿Cambio lala basebase
oo lala alturaaltura deldel
triangulo?triangulo?

•• UnaUna funciónfunción lineallineal sese puedepuede caracterizarcaracterizar porpor susu
interceptointercepto yy pendientependiente::

Repaso matemáticoRepaso matemático
•• EscribeEscribe matemáticamentematemáticamente lala

funciónfunción amarillaamarilla (ecuación)(ecuación)..

•• LaLa variablevariable “Y”“Y” tambiéntambién sese conoceconoce concon elel
nombrenombre dede “variable“variable dependiente”dependiente” porqueporque susu
comportamientocomportamiento dependedepende deldel movimientomovimiento dede lala
variablevariable “X”“X” ((“variable“variable independiente”independiente”))..

)(pendienteintercepto XY +=

•• ElEl “intercepto”“intercepto” eses unun númeronúmero queque nosnos muestramuestra
lala alturaaltura queque tienetiene lala funciónfunción cuandocuando pasapasa porpor
elel puntopunto XX == 00..

•• LaLa “pendiente”“pendiente” eses unun númeronúmero queque nosnos muestramuestra
lala inclinacióninclinación dede lala funciónfunción..
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•• OtrosOtros ejemplosejemplos dede funcionesfunciones (más(más prácticos)prácticos)::

Repaso matemáticoRepaso matemático

9F 32
5

9
+=

FC

( )nrPF += 1

P
kV =

DHV 0=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0I
ILogR 2h

mIMC =

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• FUENTEFUENTE:: httpshttps:://upload//upload..wikimediawikimedia..org/wikipedia/commons/org/wikipedia/commons/11//1818/Body_mass_index_chart/Body_mass_index_chart--eses..svgsvg
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Variable Dependiente:
Nota Parcial (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

Y = 20 + 5X

Y = 20 + 3X

Variable Independiente:
Horas de estudio (X)

20 Y = 20

¿Cuánto es la pendiente para cada “línea”?¿Cuánto es la pendiente para cada “línea”?
¿Cuánto es el intercepto para cada “línea”?¿Cuánto es el intercepto para cada “línea”?

•• UnaUna funciónfunción lineallineal sese puedepuede caracterizarcaracterizar porpor susu
interceptointercepto yy pendientependiente::

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• PorPor ejemploejemplo::

•• UnaUna funciónfunción tambiéntambién sese puedepuede expresarexpresar
aislandoaislando lala variablevariable “X”“X” siempresiempre yy cuandocuando

)(pendienteintercepto XY +=

XY 34 +=

aislandoaislando lala variablevariable XX siempresiempre yy cuandocuando
tengamostengamos enen cuentacuenta dosdos reglasreglas::

1.1.ElEl másmás lejanolejano..
2.2.ElEl espejoespejo..

•• Despeja la variable “X” de la función anteriorDespeja la variable “X” de la función anterior
•• ¿Cómo se lee esta nueva pendiente?¿Cómo se lee esta nueva pendiente?
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•• LaLa pendientependiente dede estaesta funciónfunción sese leelee “ante“ante unun

Repaso matemáticoRepaso matemático

XY 34 +=

incrementoincremento enen unauna unidadunidad enen “X”,“X”, “Y”“Y” aumentaaumenta
enen trestres unidadesunidades..

XY
XY

=−
+=

34
34

33
4 YX +

−
=

•• LaLa pendientependiente dede estaesta funciónfunción sese leelee anteante unun
incrementoincremento enen unauna unidadunidad enen “Y”,“Y”, “X”“X” aumentaaumenta
enen unun terciotercio dede unidadesunidades..

XY
=

−
3

4 33

•• EnEn otrasotras situacionessituaciones Carreras (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• EnEn otrasotras situacionessituaciones
podemospodemos tenertener dosdos
funcionesfunciones..

•• ¿Cuál¿Cuál eses lala ecuaciónecuación
dede lala “función“función roja”roja”??

•• ¿Cuál¿Cuál eses lala ecuaciónecuación

Carreras (Y)

3

4

•• ¿Cuál¿Cuál eses lala ecuaciónecuación
dede lala “función“función verde”verde”??

•• ¿En¿En cualcual puntopunto sese
cruzancruzan estasestas
funciones?funciones?

Calles (X)
1 2 3 4 5

1

2
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•• ConsideremosConsideremos dosdos puntospuntos dede lala “línea“línea rojaroja””
comocomo ((22 00)) yy ((11 22))

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• ConsideremosConsideremos dosdos puntospuntos dede lala ““línealínea verde”verde”

2
1

2
21
02Pendiente

12

12 −=
−

=
−
−

=
−
−

=
XX
YY

comocomo ((22,,00)) yy ((11,,22))..
•• EstoEsto eses equivalenteequivalente aa (x(x11,y,y11)) yy (x(x22,y,y22))..

pp
comocomo ((22,,33)) yy ((33,,44))..

•• EstoEsto eses equivalenteequivalente aa (x(x11,y,y11)) yy (x(x22,y,y22))..

1
1
1

23
34Pendiente

12

12 ==
−
−

=
−
−

=
XX
YY

•• LaLa ecuaciónecuación dede lala “función“función roja”roja” eses::
XY 24 −=

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• LaLa ecuaciónecuación dede lala “función“función verde”verde” eses::

•• MatemáticamenteMatemáticamente podemospodemos encontrarencontrar elel puntopunto
enen elel cualcual sese cruzancruzan estasestas funcionesfunciones utilizandoutilizando
ll dd ll i i ti i t ll

XY 24 −=

XY +=1

algunaalguna dede laslas siguientessiguientes reglasreglas::
1.1.RestaResta oo eliminacióneliminación..
2.2.ReemplazarReemplazar oo sustituciónsustitución..
3.3.IgualaciónIgualación..
Encuentra el valor de “X” y el valor de “Y” para este sistema de ecuaciones.Encuentra el valor de “X” y el valor de “Y” para este sistema de ecuaciones.
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•• LaLa ecuaciónecuación dede lala “función“función roja”roja” yy lala “función“función verdeverde””
XY 24 −= XY +=1

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• EsteEste sistemasistema sese puedepuede resolverresolver aplicandoaplicando::
XY 24 −= XY +=1

124 +=− XX 24 −= XY 1+= XY

11.. IgualarIgualar 22.. SustituirSustituir 33.. SustituirSustituir (*)(*)

1
3
3

33
214

==

=
+=−

X

X
XX

2
)1(24

=
−=

Y
Y

2
)1(1

=
+=

Y
Y

(*) Para verificar el resultado.(*) Para verificar el resultado.

Repaso matemáticoRepaso matemático
•• ResuelveResuelve yy simplificasimplifica laslas siguientessiguientes expresionesexpresiones::

89YX ( )( )( )321 432 −−− −−− ttt
2

1

324 ⎞
⎜⎜
⎛ −− a

25,1 −− ⎞
⎜⎜
⎛ k

•• EncuentraEncuentra elel valorvalor dede (sin(sin usarusar calculadora)calculadora)::

67 XY

( )( )( )121 2793 −−

( )( )( )

2

3
2 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

1
⎠

⎜⎜
⎝

−b ⎠
⎜⎜
⎝ k

•• DespejaDespeja “N”“N” yy “c”“c” dede laslas ecuacionesecuaciones::

•• FUENTEFUENTE:: MathMath CentreCentre ((20032003)).. AnAn algebraalgebra refresherrefresher

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
dc
dcQ

l

ANL
2µ

=
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Repaso matemáticoRepaso matemático
•• ResuelveResuelve yy simplificasimplifica lala siguientesiguiente expresiónexpresión::

64

2

)2(3)2(2

22

32

2

1

324 bbba
==

⎞
⎜⎜
⎛

=
⎞

⎜⎜
⎛ −−

cb=
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1 ( ) caac bb =

•• EncuentraEncuentra elel valorvalor dede (sin(sin usarusar calculadora)calculadora)::

4
9

2
3)1(

2
3)1(

2
3

3
2

2

22
2

22

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−

64)2(3)2(2321 444 aaab ⎠
⎜⎜
⎝⎠

⎜⎜
⎝

− cb ⎠
⎜
⎝ − ( ) bb =

•• DespejaDespeja “N”“N” dede lala ecuaciónecuación::

2
1

22
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=→=→=→=

A
LN

A
LNANLANL

µµ
µµ ll

l
l

•• PropiedadesPropiedades dede loslos exponentesexponentes::

Repaso matemáticoRepaso matemático

srsr bbb + rs
s

bb −=bbb =

( ) rssr bb =

r b
b

=

s
s

b
b 1

=−

( ) sss cbbc =

s

ss

c
b

c
b

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ss bb =/1

s rsr bb =/
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Repaso matemáticoRepaso matemático
•• EncuentraEncuentra elel valorvalor dede “X”“X” yy elel valorvalor dede “Y”“Y” parapara

loslos siguientessiguientes sistemassistemas dede ecuacionesecuaciones::

1232 =+ YX X
1323
1232

=+
=+

YX
YX

365
332

=−
=+

YX
YX

12

13
2

=+

=+

YX

YX

511
=+ 523

1
5

2

=⎞⎜
⎛ −

−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

YXX

XYX

72)1(3
5)1(34

−=−
=−+

XY
YX 1223

=+
YX

YX
5

5
3

⎠
⎜
⎝

X

•• FUENTEFUENTE:: GómezGómez ((20142014--I)I).. TallerTaller 11 (Macroeconomía(Macroeconomía 11))

Repaso matemáticoRepaso matemático

1323
1232

=+
=+

YX
YX

( ) ( )
( ) ( )132232

123323
=+
=+

YX
YX

3696 =+ YX

11.. MultiplicarMultiplicar porpor unauna constanteconstante 22.. RestarRestar ecuacionesecuaciones

( ) )26(364696 −=+−+ YXYX

26364696 −=−−+ YXYX

105 =Y

2646 =+ YX 2=Y

33.. SustituirSustituir

6122
1262
−=
=+

X
X

12)2(32
1232
=+

=+
X

YX
3
62

=
=

X
X



14

3. La derivada 3. La derivada 

•• FUENTEFUENTE::
httphttp:://educacioncalculomatematico//educacioncalculomatematico..blogspoblogspo
tt..com/com/20102010//1111/derivadas/derivadas--dede--funcionesfunciones..htmlhtml

Repaso matemáticoRepaso matemático

Variable Dependiente:
Nota Parcial (Y)Nota Parcial (Y)

Y = 20 + 5X

¿Qué representa el triangulo gris?¿Qué representa el triangulo gris?

¿Qué representa las líneas azules?¿Qué representa las líneas azules?

Variable Independiente:
Horas de estudio (X)

20

¿Es una función lineal?¿Es una función lineal?
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•• UnaUna “pendiente”“pendiente” midemide lala inclinacióninclinación dede unauna
funciónfunción enen unun segmentosegmento especificoespecifico (es(es elel
“ iá l“ iá l i ”i ” dd ll fifi i )i )

Repaso matemáticoRepaso matemático

“triángulo“triángulo gris”gris” dede lala graficagrafica anterior)anterior)::

•• UnaUna “derivada”“derivada” midemide lala inclinacióninclinación dede unauna

X
Y

XX
YY

∆
∆

=
−
−

=
12

12Pendiente

funciónfunción enen unun puntopunto (son(son laslas “líneas“líneas azules”azules” dede
lala graficagrafica anterior)anterior)::

Y
dX
dYXF ′==′= )(Derivada

•• Una derivada es una pendiente muy pequeña. Una derivada es una pendiente muy pequeña. 

Repaso matemáticoRepaso matemático

Variable Dependiente:
Nota Parcial (Y)

Y = 20 + (X)^2

¿Qué le ocurrió al triangulo gris?¿Qué le ocurrió al triangulo gris?

¿Qué representa las líneas azules?¿Qué representa las líneas azules?

Variable Independiente:
Horas de estudio (X)

20
¿Es una función lineal?¿Es una función lineal?
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•• EnEn elel casocaso dede lala “función“función verde”verde”::

Repaso matemáticoRepaso matemático

XY 520 +=
•• SuSu pendientependiente yy derivadaderivada sonson lala mismamisma::

•• PorquePorque enen todostodos loslos puntospuntos dede lala funciónfunción susu
inclinacióninclinación eses ““igual”igual”

5==
∆
∆

dX
dY

X
Y

inclinacióninclinación eses igualigual ..
PorPor ejemploejemplo::
•• SiSi “X“X == 22”” entoncesentonces “Y“Y == 3030””
•• SiSi “X“X == 33”” entoncesentonces “Y“Y == 3535”” (aumento(aumento enen 55))..
•• SiSi “X“X == 44”” entoncesentonces “Y“Y == 4040”” (aumento(aumento enen 55))..

•• EnEn elel casocaso dede lala “función“función roja”roja”::
220 XY +=

Repaso matemáticoRepaso matemático

•• SuSu pendientependiente yy derivadaderivada sonson diferentesdiferentes::

•• PorquePorque enen todostodos loslos puntospuntos dede lala funciónfunción susu
inclinacióninclinación eses “diferente”“diferente”

X
dX
dY 2=

inclinacióninclinación eses diferentediferente ..
PorPor ejemploejemplo::
•• SiSi “X“X == 22”” entoncesentonces “Y“Y == 2424””
•• SiSi “X“X == 33”” entoncesentonces “Y“Y == 2929”” (aumento(aumento enen 55))..
•• SiSi “X“X == 44”” entoncesentonces “Y“Y == 3636”” (aumento(aumento enen 77))..
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Repaso matemáticoRepaso matemático
•• EncuentraEncuentra lala derivadaderivada dede laslas siguientessiguientes funcionesfunciones::

4Y ∂BXY4=Y

XY 24 +=

50

50XY =

∂= BXY

X
Y 1
=

( )12 += XLnY

444 234 ++−= XXXY

2/15 −−= XY

( )
( )1

1
−
+

=
X
XY

[ ])(XfXY =

Repaso matemáticoRepaso matemático
•• EncuentraEncuentra lala derivadaderivada dede laslas siguientessiguientes funcionesfunciones::

XY 24 += 2/15 −−= XY ( )12 += XLnY ( )

220 =+=
dX
dY

0

=
dY

aY

12/1

2
15 −−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= X

dX
dY

2/3

2
5 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= X

dX
dY

)2(
1

1
2 X

XdX
dY

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

= 21
2

X
X

dX
dY

0=
dX

a
dX
dY

aXY

=

=

2 ⎠⎝dX

1−=

=

b

b

abX
dX
dY

aXY

⎠⎝ +1 XdX

[ ]

)(
)(

1

)(

Xg
XgdX

dY

XgLnY

′⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=
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Mira el siguiente video:Mira el siguiente video:
•• wwwwww..youtubeyoutube..com/watch?v=ObHJJYvucom/watch?v=ObHJJYvu33RERE

Repaso matemáticoRepaso matemático
•• EncuentraEncuentra lala derivadaderivada dede laslas siguientessiguientes funcionesfunciones::

[ ])(XfXY =
( )
( )1

1+
=

X
XY[ ])(f ( )1−X

)()()1( XfXXf
dX
dY ′+= 2)1(

)1)(1()1)(1(
−

+−−
=

X
XX

dX
dY

22 )1(
2

)1(
11

−
−

=
−

−−−
=

XX
XX

dX
dY)()( XfXXf

dX
dY ′+=

)()()()(

)()(

XgXfXgXf
dX
dY

XgXfY

′+′=

=

[ ]2)(
)()()()(

)(
)(

Xg
XgXfXgXf

dX
dY

Xg
XfY

′−′
=

=

)1()1( XXdXdX



19

Variable Dependiente:
Nota Parcial (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

Variable Independiente:
Horas de estudio (X)

¿Antes de 5 horas de estudio la pendiente es positiva o negativa?¿Antes de 5 horas de estudio la pendiente es positiva o negativa?
¿Después de 5 horas de estudio la pendiente es positiva o negativa?¿Después de 5 horas de estudio la pendiente es positiva o negativa?
¿Cuántas horas permiten obtener la nota “máxima” en el parcial?¿Cuántas horas permiten obtener la nota “máxima” en el parcial?

2 3 5 7 8

Variable Dependiente:
Peso (Y)

Repaso matemáticoRepaso matemático

Variable Independiente:
Horas de deporte (X)1584 22 26

¿Antes de 15 horas de deporte la pendiente es positiva o negativa?¿Antes de 15 horas de deporte la pendiente es positiva o negativa?
¿Después de 15 horas de deporte la pendiente es positiva o negativa?¿Después de 15 horas de deporte la pendiente es positiva o negativa?

¿Cuántas horas permiten obtener el peso “mínimo”?¿Cuántas horas permiten obtener el peso “mínimo”?
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Repaso matemáticoRepaso matemático
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•• ConsideremosConsideremos elel siguientesiguiente ejemplo,ejemplo, lala felicidadfelicidad
materialmaterial dede unauna personapersona dependedepende deldel consumoconsumo
dd h l ih l i llll i di d ll

Repaso matemáticoRepaso matemático

dede chocolatinaschocolatinas yy galletas,galletas, asumiendoasumiendo lala
siguientesiguiente funciónfunción explicitaexplicita::

( ) CGGCCF +++= 2/1824
•• EncuentraEncuentra lala derivadaderivada parcialparcial dede estaesta funciónfunción concon respectorespecto aa laslas chocolatinaschocolatinas..

F∂

•• EncuentraEncuentra lala derivadaderivada parcialparcial dede estaesta funciónfunción concon respectorespecto aa laslas galletasgalletas..
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